| 102 | Permutations d'un ensemble fini, groupe symétrique. Applications.

| Sn engendré par les cycles | Monier MPSI, Gourdon, Mercier

Soit neN* On notera F ={1;...;n}

I. Permutations d'un ensembile fini,
r métri .

A. Définitions, premiéres propriétés.

Def 1: On appelle permutation de F, toute bijection de
Fn dans F.. On notera S, l'ensemble de ces
permutations.

| Prop 1: Card S, = n!
| Prop 2: (S ,o) est un groupe, appelé groupe symétrique.

B. Transpositions.

Def 2: Pour tout (ij)eF.?2 tg. i<j, on appelle
transposition échangeant i et j, et on note t;; ou (ij) la
permutation de F, définie par: Tij(i) = j, 1;;(G) =i, et
pouttout ke F —{i, j} , tj(k) = k.

1 2 3 4 5
Exemple: Pour n=5, 124 = (2,4) =
1 4 3 2 5

Remarques: S, contient exactement C: transpositions.

Toute transposition est involutive. (dc d'ordre 2 ds S,,).

Th 1: Les transpositions de {1;.,n} engendrent le
groupe S,. Autrement dit, toute permutation de {1;..;n}
est décomposable en produit de transpositions.

Exemple:
[ 1 2 3 4 5 6 7 8 j
6 3 7 4 8 1 5 2

=(2,8)0(5,7)0(1,6)0(2,5)0(2,3).

II. ianatur

C. Cycles.

Def 3: (Gourdon) Si o€S, et a€{1;..;n}, on appelle orbite
de a suivant o 'ensemble O_(a) = {O'k (a)/ke Z} .

Def 4: (Gourdon) Soit o€S,. On dit que o est un cycle si
parmi les Oa(a), 1<a<n, il n'existe qu'une seule
orbite non réduite a un élément. cette orbite est

appelée support du cycle, son cardinal p la longueur du
cycle, on dit que o est un p-cycle, et on note:

o= (a,a(a)..,cr"_l (a)).

1 2 3 4

5
estle 3-cycle (2,5,3).(Mon)
1 5 2 43

Exemple: (

| Prop 3: (Gourdon) Deux cycles a support disjoint
commutent.

Remargques: L'ordre d'un p-cycle dans Sn est p. (Gou.)
Les 2-cycles sont les transpositions. (Mon.)

L'identité n'est pas un cycle, mais pour le th. suivant, on
conviendra qu'elle est décomposable en un produit
vide de cycles. (Mon.)

Th 2: Toute permutation de {1;.,n} est décomposable
en produit de cycles a supports disjoints, et cette
décomposition est unique a I'ordre des cycles pres.

12345678910)

4 6 9 1 58 2 7 10 3
= (1,4)0(2,6,8,7)0(3,9,10)

Exemple: (

h rm ion (Gou.).

Def 5: Soit 0€S,.. On appelle signature de o le produit:

e(o)= I we{-m}.

1<i< j<n

Si £(0)=1, o est dite paire. Si £(c)=-1, o est dite

impaire.
| Prop 4: Sit, s € S,, alors g(ts) = g(t).€(s).

Remarques: Une transposition est de signature -1.
La Prop.4 dit que € est un mph. de groupes: S, = {-1;1}.

L'ensemble Kere =A =¢ ' ({1}) estun sg distingué de

!
Sy, d'indice 2. On a Card(A)) :n—, et A, s'appelle le
2
groupe alterné d'indice n. (¢ mph. surjectif).

| Prop 5: La signature d'un cycle de longueur p est (-1)°-L,

lll. Applications.

A. En algébre linéaire. (Monier p.307 + 309)

Def 6: Soirnt E, F des K-ev, K=R ou C. Soit peN*.

Une application p-linéaire ¢: E” — F est dite alternée
ssi pour tout couple (i,j)de {1,..p}2tq. i#j, et pour
tout (xl,...,xp)e E': x = X, = ¢(x],...,xp) =0.

Si de plus F=K, on dit que ¢ est une forme n-linéaire
alternée.

Prop 6: Une application p-linéaire ¢:EP—F est alternée
ssi: Voe S . V(x...x )e E’,

¢(xg(1),...,xa(p)) =e(0)p(x....x))

Conséquence: L'ensemble A (E)des formes n-
linéaires alternées sur E est un Kev de dimension 1.

Pour tout base B=(e,..e)de E, on note

det, : E" — K  l'application définie pour tout
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(V1,.V)€En par: det (V V):Zg(o')a a Def 4 (version par Monier): Soit peN, 2<p<n. On
Vi s det, (V,..V, 01+ Py :
oes, appelle p-cycle de {1;.;n} toute permutation o de

oules a, ;i e [1.n] sont les composantes de V; ds B. {1;..;n} telle qu'il existe x,,...,x, € {1;.;n}, deux a deux
”

distincts, tels que:

Pour toute base B de E, (dets) est une basede A _(E).
o(x)=x,0(x,)=x...0(x )=x
Vpe A (E),VSe E',VBbasedeE, ¢(5) = ¢(B).det ($)
’ : Vke{l;...;n}\{xl,..,xp ,G(xk):xk
B. En géométrie. (Mercier p.282 + 304) L'ensemble {xl,.., xp}, unique pour un p-cycle donné,

| Prop 7: Le groupe du triangle équilatéral est isomorphe estappelé support de o, et on note o = (xl v X ) '

| asSs. o€S, est appelée cycle ssi 3p tq. o soit un p-cycle.

Prop 8: Le groupe du tétraedre régulier est isomorphe a
Sa.

IV. Notes.
Application principale: Théorie des déterminants.

Historiquement, 1'étude du groupe des permutations
des racines d'un polyndme par Evariste Galois est a
I'origine du concept de groupe.

Un théoreme de Cayley(1) assure que tout groupe peut
étre considéré comme sous-groupe d'un groupe
symétrique.

(1)Th. de Cayley: Tout groupe fini d'ordre n est
isomorphe a un sg de S..

Rabe: Pour n>5, A, est simple, i.e. ne possede pas de sg
distingué non trivial.

Gourdon ex.6 p.24: Si n=3, les 3-cycles engendrent Ay

Rapport de jury 2010 : les exemples dapplications de
ces groupes aux déplacements et/ou isométries sont
souvent évoqués mais les candidats arrivent rarement
a les interpréter ; par ailleurs I'étude du groupe des
isométries qui conservent un tétraédre régulier peut
faire l'objet d’un développement intéressant,




